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Por medio del ejemplo de tres m .... IIoCOplad .. por reIOrtee armónicos que 
repraenta un modelo para la IeUdomolécula ut comparamOl la IOlución 
obl.eDida por la aproximación de Born-Oppenbeimer (B.O.) con la 
mec:ánico-cuántica exacta, lo cual nos permite ilustrar a1gunOl criteriOll de 
validéz de la aproximación B.O. 
Abstract 
Tbrougb tbe example oC tbree m_ COIUppled witb barmonic aprinp which 
reprelleDU a mode1 Cor tbe leudomolecule lit we compare tbe IOlution 
obt.ained by the Born-Oppenbeimer (B.O.) approximation wit~ tbe 
quantum-mecbanical exact 101UÜOD. Tbil alloWl UI to abow lOme oC tbe 
criteri& Cor tbe validity oC tbil approximatioD. 
S 1 INTiODUCCION 
Si despreciaaos los efectos relativistas, una .olécula, o aás generalmente 
un ión .olecular es un sistema de núcleos y electrones que se encuentran 
bajo la influencia de potencia.les de Coulomb. CoIlO este problema no es 
soluble en forma exacta, un .gran número de técnicas de aproxiu.ción han 
sido utilizadas con el fin de calcular la solución de la ecuación de 
SchrOdinger entre ellas la de Born y Oppenheimer (B.O) [1] que es el 
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fundamento de la quimica cuántica . Mientras que ésta y otras técnicas de 
aproximaci ón se han discutido en gran detalle en la literatura, un 
análisi s critico se ha re l egado por la apl i cación sistemática de los 
m' todos . Es t e hecho nos sugiere investigar probl emas en l os cuales los 
potenciales comunes se reemplazan por formas s i mples para las cuales 
existe solución exacta con l o cual podemos aplicar la técnica que nos 
interesa y chequear sus pred icci ones vs . l os resultados exactos. 
En este articulo consideramos para el estudi o un modelo soluble para el 
i ón molecular ¡q en el que reempl azamos l os potenciales de Coulomb entre 
las cargas por potenciales armónicos. Bajo es ta consi deración , el s i stema 
lo denomi namos seudo-molécula . En la sección 3 del presente traba j o , 
apl i car emos la aproximación BO a la seudo-molécula de ¡q. Como el problema 
ti ene sol ución exacta , que se calcula en la sección 1, la compararemos en 
la secci ón 4 con la propuesta por el método B. O con el fin de analizar en 
más de t alle l a validez de esta aproximación. 
§ 2 FORMULACION DEL PROBLEMA Y SU SOLUCION EXACTA 
Cons ideremos una molécula diatómica homonuclear con un electrón en la que 
los potenciales de Coulomb se reemplazan por potenciales armónicos. El 
hamiltoniano para el sistema en unidades atómicas lo escribimos como: 
(1) 
en donde las variables Rl , ~ y r están defin i das respecto al origen de 
coordenadas y representan la posición de los núcleos y el electrón. P, PI y 
P2 son l os impulsos del electrón y los núcleos. k, It son las constantes del 
resorte de la interacción entre los núcleos y entre el electrón y cada uno 
se los núcleos. M y ~ son las masas del núcleo y del electrón 
respectivamente. 




Para hallar la solución analitica, usamos coordenadas de Jacobi: 
(3) C=A Jl 
donde la matriz de transformación está dada por 









( y R son vectores columna. Esta transformación representa la posi ción 
r elativa de los núcleos «1) ' la posición del electrón r especto al centro 
de masa de los núcleos « 2) y la pos ición del centro de masa- del s istema 
« 3) . 
Teniendo en cuenta que el prod,ucto interno del vect or P = (Pu P2, p) Y 
R = (R., ~ , f) es invariante bajo la transformación de coordenadas definida 
por (3), podemos encontrar que P=(Pl'P"P) y n=(ilJi"i) están 
relacionados según (n es el momentum conjugado de R) 
(5) P =nA 
(P y n son vectores fila) por lo tanto el hamil toniano H se transforma en: 
(6) 
donde los dos primeros términos representan osciladores desacoplados con 
constantes de resorte ~ y k respectivamente y el tercer término 
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corresponde al movimiento del centro de masa del sistema. 
La energia exacta del sistema , excluyendo el movimiento del centro de 
masa, es: 
(7) (n,. = 0,1,2,3 .... ) 
§ 3 APROXIMACION DE BORN y OPPENHElMER (B.O) 
La aproximación adiabática de Born-Oppenheimer en la nomenclatura de 
Ballhausen y Hansen [2J es uno de los fundamentos de la fisica molecular y 
de la quimica. Ella permite que el cálculo de procesos dinámicos en 
moléculas se divida en dos etapas. En la primera etapa, el problema 
electrónico se soluciona manteniendo los núcleos átomicos fijos en el 
espa.cio. Para el cálculo de las energias electrónicas y las funciones de 
onda , que constituye el punto central de la quimica cuántica moderna , se 
han desarrollado técnicas numéricas con un alto grado de sofisticación. En 
la segunda etapa, la dinámica nuclear se considera en una superficie de 
energia potencial electrónica predeterminada. 
Una gran cantidad de procesos quimicos se pueden entender cuando se 
considera la dinámica en una sola superficie de energia electrónica que en 
la mayoria de los casos es la del estado base electrónico del sistema. 
Como es conocido, la aproximaclon BO· se justifica mediante el hecho que la 
separación de l os valores propios electrónicos de energia es grande 
comparada con los valores tipicos asociados con el movimiento nuclear [1]. 
Cuando esta condición se viola, el acoplamiento residual via el operador 
de energia cinética nuclear onpna transiciones entre los estados 
electrónicos adiabáticos [1]. Fenómenos tipicos asociados con la violación 
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de BO se presentan en el decaimiento no radiativo de los estados 
electrónicos excitados [3], en las colisiones inelásticas átomo-átomo y 
átomo-molécula [4]. 
A continuación haremos el tratamiento BO del problema de la seudo-molécula 
lit considerado en la sección anterior. Si I es infinita (etapa 1) el 
hamiltoniano para el movimiento electrónico es: 
(8) 
que se puede reordenar como: 
(9) 
y mediante el cambio de variable 
(10) 
el hamiltoniano electrónico (9) se convierte en 
(11) 
que tiene como espectro de energia: 
(12) m = 0,1,2,_ •• 
que depende paramétricamente de la geometria nuclear. La superficie de 
energia potencial para el movimiento nuclear (etapa 2) es: 
(13) 
y el hamiltoniano que describe la dinámica nuclear es: 
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(14) 
que se puede re-escribir como 
(15) 
el primer término de (15) representa la translación de los núcleos en el 
espacio . Nuevamente con el cambio de variable 
(16) 
el operador (15) se reduce a un oscilador armónico. La energia total del 
sistema calculada usando la aproximación de Born-Oppenheimer es: 
(17) En.(BO) = ~(~+w)+(n~ +aw) n=0,1,2, .•. 
donde el indice a describe la superficie electrónica en la cual se realiza 
la dinámica nuclear. El indice D da cuenta del espectro nuclear cuyos 
niveles están separados por la frecuencia w. 
§ 4 DISCUSION DE LOS RESULTADOS 
Aunque las expresiones para la energia total son similares tanto en la 
aproximación BO como en el caso exacto, se observan algunas diferencias. 
En la aproximación BO es posible separar las contribuciones de la parte 
electrónica y la parte nuclear dada la forma de cálculo, mientras que en 
la expresión exacta esta separación no es posible. Sin embargo por la 
simi1i tud de los términos, podemos asignar en la expresión exacta de la 
energía a DI como la separación tipica de los niveles energéticos del 
núcleo mientras que D2 representa la separación típica del espectro 
electrónico. En los dos cálculos DI (la separación de los niveles 
nucleares) es idéntico al caso DO mientras que D2 difiere de w en un 
factor'¡;;¡; que manifiesta explici tamente que el IIOvilliento electrónico 
en el caso de la solución exacta es dependiente de la dinámica nuclear. 
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Si se considera que la masa del electrón .. es pequeña respecto a la masa 
del núcleo 1, podemos realizar un desarrollo en serie de Taylor de la 
energia exacta (expresión 7) tomando como parámetro del desarrollo a < .. /1) 
y encontramos: 
(18) En.(aada) RlEn.(BO) +1 w~) +]! w~) + .... _. 
donde se observa claramente que si (11,,/1) es pequeño y se consideran 
niveles electrónicos bajos , la apr oxi mación BO es r azonablemente buena 10 
cual coincide con los resultados de [1 J. Una apreciación similar ha s i do 
observada por Kolos y Volniewi cks [5J quienes real i zaron un estudi o 
exhaustivo de la prec i sión de l a aproximaci ón adiabát ica para los estados 
electróni cos bajos de ¡q y H2 • A medi da que se consideran los estados 
electrónicos altos, representados por 11 en (18), se deben tener en cuenta 
las perturbaciones no-BO producidas por el acoplamiento de los movimi entos 
nuclear y electrónico: Esto es f undamental , por ejemplo para el anali sis 
de espectros ópticos en la región VUV [6 J. 
Para final i zar esta discusión , analicemos en l a expr esión exacta la razón 
de la separación de los niveles nucleares a la separación de los nivel es 
electrónicos 
(19) 
s i (1De!l) es pequeño , la separación de los niveles de energia electrónicos 
es grande comparada con la de los ni veles nucleares. Lo que está de 
acuerdo con la justificación hecha en [1 J para el criterio de validez de 
BO. 
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